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Аннотация.Разработаны численныеметода решения нелинейных задач наследственной упругостина основе 

использовании квадратурных формул. В качестве ядра релаксации использованы, ядро Колтунова-Ржаницына, 
имеющее слабо-сингулярные особенности типа Абеля.Эффективность численного приближенного 

моделирования показана на примере решения известных тестовыхзадач. Рассмотрены конкретные прикладные 

задачи, имеющие практическое применение.   
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Введение.Во многих отраслях современного производства широко используются конструкции, 

элементы которых выполнены из материалов, проявляющих ярко выраженные наследственные свойства, в том 

числе, нелинейно-вязкоупругих материалов. В процессе эксплуатации, а также в аварийных ситуациях такие 
элементы могут подвергаться разного рода динамическим воздействиям, поэтому исследования переходных 

колебательных процессов в вязкоупругих телах приобретают большойпрактический интерес. 

На современное строительствогидротехнических сооружениеиспользуются различные конструкции, 

которое их материалы обладающие ярко выраженными реологическими свойствами. Использование этих 

конструкции обеспечиваются экономичность, долговечность, стойкость и безопасность сооружений.  Поэтому, 

учет реологических свойств материалов на проектирование строительство привлекает все большой 

интересаспециалистов. 

 

Напоминаем, что многочисленные практические техническиезадачи вматематическом модели 

описывается системами дифференциальными, интегральными или интегро-дифференциальными 

уравнениями.Для линейных и нелинейных систем дифференциальных уравненийимеется ряд рекомендуемые 
численные и аналитические методы решения [1-3,10,11,12].  

 

Последние время в современной технике широко применяются материалы, сочетающие упругие, 

вязкие и пластические свойства. Такие материалы обладают релаксационными свойствами - процессы их 

деформирования зависят от времени. К таким материалам относятся полимеры, бетоны, сплавы, металлы (при 

повышенных температурах) и др. Некоторые конструкции под нагрузкой (например, амортизирующие и 

виброзащитные устройства) в целом ведут себя как вязкоупругой системы. Основные физические уравнения, 

связывающие напряжения идеформации вязкоупругих сред, содержат фактор времени. В качестве теории, 

описывающей процессы деформирования во времени, принята наследственная теория вязкоупругости, 
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построенная на основе принципа Больцмана-Волтерры [2,8,9,11]. Вследствие, таких задачи приводится к 

решению систем интегродифференциальных уравнение (ИДУ)типа Вольтерра. 

 

Наиболее распространенными методами решения интегральное уравнение считаются асимптотическое 

методы[4-8].Эти методы применим в тех случаях, когда вязкость среды достаточно мала, так что имеется 

возможность ввести малый параметре и построить решения, асимптотически точные. Асимптотические методы 
можно применить для решения задач механики, наследственные свойства материала несущественны по 

сравнению с упругими, т.е. существует достаточно малая параметр перед интегральным членом уравнения 

состояния. Надо отметить что, с течением времени погрешность этих методы существенно увеличивается. 

Для решения линейных ИДУ разработан ряд методы, один из них приведена в работе [12], где 

построена точноеаналитическиерешение линейныхИДУ типа Вольтерра для ядраЮ.Н.Работнова, как 

развитием метода Ф.Трикоми [13]. Кроме того,доказаны теоремы сложения. 

 

Использование новых композитных материалов в инженерной практике, проектирование и создание 

прочных, легких и надежных конструкций требует дальнейшего совершенствования деформируемых тел и 

разработка методов их расчета с учетом реальных свойств конструкционных материалов. В реальных 

технических системах характеристики вязкоупругих элементов являются нелинейными. Поэтому разработка 
эффективных методов решения нелинейныхИДУ является актуальной в наследственной механике 

деформируемого твердого тела. 

 

Постановка задач.Найти решение систем нелинейных интегро-дифференциальных уравнений 

�̈�(𝑡) + 𝜔2(1 − 𝑅∗)[𝑥(𝑡) + 𝐿[𝑥(𝑡)]] = 𝑓(𝑡)(1) 

при следующих  

𝑥(0) = 𝑥0;     �̇�(0) = �̇�0,                                             (2) 

начальных условиях. Где 𝑥(𝑡) −вектор неизвестных функции,𝐿[𝑥(𝑡)] −нелинейная часть уравнение, 

𝑓(𝑡) −заданнаявектор функции,𝜔2 −заданные матрица,𝑥0, �̇�0 − заданные векторы,𝑅∗ – интегральный оператор 

с ядром релаксации  𝑅(𝑡) = 𝜀𝑡𝛼−1𝑒−𝛽𝑡: 

𝑅∗𝜑 = ∫ 𝑅(𝑡 − 𝜏)𝜑(𝜏)𝑑𝜏

𝑡

0

 . 

 Алгоритм решения: Два раза интегрируя по временив интервале [0; 𝑡]система уравнение (1) и 

учитывая начальное условие (2), имеем[14-17]: 

𝑥(𝑡) − 𝑥0 − �̇�0𝑡 + 𝜔2 ∫ 𝐺(𝑡 − 𝑠)[𝑥(𝑠) + 𝐿[𝑥(𝑠)]]𝑑𝑠
𝑡

0
= ∫ (𝑡 − 𝑠)𝑓(𝑠)𝑑𝑠

𝑡

0
,             (3) 

где𝐺(𝑡 − 𝑠) = 𝑡 − 𝑠 − ∫ (𝑡 − 𝑠 − 𝜏)
𝑡−𝑠

0
𝑅(𝜏)𝑑𝜏. 

 Полагая 𝑡𝑛 = 𝑛 ∙ ∆𝑡, 𝑛 = 1,2,3, … (∆𝑡 −шаг по времени)в  (3),  и заменяя интегралы квадратурными 

формулами трапецииимеем: 

𝑥𝑛 = 𝑥0 + �̇�0𝑡𝑛 − 𝜔2 ∑ 𝐴𝑖𝐺(𝑡𝑛 − 𝑡𝑖)

𝑛−1

𝑖=0

[𝑥𝑖 + 𝐿(𝑥𝑖)] + ∑ 𝐴𝑖(𝑡𝑛 − 𝑡𝑖)𝑓(𝑡𝑖)

𝑛−1

𝑖=0

 

где  𝑥𝑛 = 𝑥(𝑡𝑛),   𝐴0 =
∆𝑡

2
, 𝐴𝑗 = ∆𝑡,𝑗 = 1, 𝑛 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ . 

Результаты и выводи. Проверки адекватности разработанногоалгоритмаи соответствующие ее 

компьютерной программыосуществлялось при решении следующей задачи: 

�̈�(𝑡) + 𝜔2(1 − 𝑅∗)[𝑥(𝑡) + 𝛾 ∙ 𝑥3(𝑡)] = 𝑒−𝛽𝑡 {𝛽2 + 𝜔2(1 + 𝛾𝑒−2𝛽𝑡) − 𝜔2𝜀 [𝑡 +
𝛾

2𝛽
(1 − 𝑒−2𝛽𝑡)]} 

𝑥(0) = 1;  �̇�(0) = −𝛽 
которое имеет точное решение:  

𝑥(𝑡) = 𝑒−𝛽𝑡. 

Полученные численные результаты приведена в таблица 1. Расчеты аналитических и приближенных 

решений проведены при следующих значениях:𝜔2 = 8;  𝛾 = 0,36; 𝛼 = 1; 𝛽 = 0,05; 𝜀 = 0,01; ∆𝑡 = 0,05. 
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Аналитические точные решение и полученные численные приближённыерешение при различных 

значениях шага квадратурное формулы  в некоторых промежутки времениприведены в таблицы 1. 

Таблица 1. 

t 
Точное 

решение 

Приближенное 

решение 

∆𝑡 = 0,01 ∆𝑡 = 0,05 ∆𝑡 = 0,1 

1 0,9512294 0,9512296 0,9512346 0,9512496 

2 0,9048374 0,9048371 0,9048273 0,9047971 

3 0,8607080 0,8607087 0,8607220 0,8607630 

4 0,8187308 0,8187304 0,8187146 0,8186652 

5 0,7788008 0,7788020 0,7788185 0,7788705 

6 0,7408182 0,7408183 0,7408024 0,7407513 

7 0,7046881 0,7046896 0,7047032 0,7047477 

8 0,6703200 0,6703209 0,6703107 0,6702757 

9 0,6376282 0,6376299 0,6376355 0,6376571 

10 0,6065307 0,6065325 0,6065318 0,6065246 

 

Из таблицы видно что, расхождениерезультатовчисленногоприближенногомоделирования с 
аналитическим решением составляет менее 0,01%.Сформулированнаявычислительнаясходящееся решение дает 

возможность использование разработанного численного моделированиеприрешение конкретных прикладных 

задач вязкоупругости. 

Из теории механике деформируемого твердого тела известно, что система(1) с начальными условиями 

(2) описывает математические модели, задачи каксвободного и так вынужденногоколебаниевязкоупругого 

тела.  Исследовано влияние вязкоупругих свойств материала, а также параметров входящие в (1) и (2) на 

колебательный процесс вязкоупругого тела. Нелинейная часть в (1) принята в виде 𝐿[𝑥(𝑡)] = 𝛾 ∙ 𝑥3(𝑡). Здесь 

𝛾 −коэффициент нелинейности. На рис. 1 показано влияние параметра нелинейности 𝛾 на поведение форме 

колебании вязкоупругого тела, когда внешние нагрузка постоянно.  Из графика видно, что колебательный 

процесс происходит около кривой ползучести. С увеличением параметра 𝛾частота колебаний увеличивается,и 

амплитудаколебаний вязкоупругого тела уменьшается. 

 
Рис 1.    𝜔2 = 10,45;  𝑥0 = �̇�0 = 0;   𝑓(𝑡) = 3,5;    𝛼 = 0,25;    𝛽 = 0,05;   𝜀 = 0,05; 

𝛾 = 0 (сплошная);     𝛾 = 0,3 (пунктирная);    𝛾 = 0,7 (точичная). 
 

Исследован влияние параметра 𝜀на формы колебания нелинейного вязкоупругого тела, при 

постоянной нагрузке (рис. 2).  Из графика видно что, с увеличением параметра 𝜀частота и амплитуда 

колебаний уменьшается.    
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Рис 2.    𝜔2 = 10,45;   𝑥0 = �̇�0 = 0;     𝑓(𝑡) = 3,5;     𝛾 = 0,3;    𝛼 = 0,25;    𝛽 = 0,05;    

𝜀 = 0 (сплошная);      𝜀 = 0,03 (пунктирная);    𝜀 = 0,05 (точичная) 
 

Как влияет реологические параметры 𝛼 и 𝛽на формы колебание нелинейного вязкоупругого тела под 

действием постоянной нагрузке?Исследование параметра 𝛼 показала (рис. 3), что с увеличением 𝛼 частота 

колебаний увеличивается. Результаты исследования влияние параметра 𝛽 на процесс колебаний вязкоупругого 

тела приведены на рис. 4. Из рисунка видно, что параметр 𝛽 не оказывает существенного влияние на 

амплитуду и частоту колебаний. 

 
Рис 3.    𝜔2 = 10,45;   𝑥0 = �̇�0 = 0;   𝑓(𝑡) = 3,5;    𝛾 = 0,3;    𝛽 = 0,05;   𝜀 = 0,05; 

𝛼 = 0,1 (сплошная);     𝛼 = 0,25 (пунктирная);    𝛼 = 0,5 (точичная). 
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Рис 4.    𝜔2 = 10,45;  𝑥0 = �̇�0 = 0;   𝑓(𝑡) = 3,5;    𝛾 = 0,3;    𝛼 = 0,25;   𝜀 = 0,05; 

𝛽 = 0,05 (сплошная);     𝛽 = 0,5 (пунктирная);    𝛽 = 1 (точичная). 
 

Исследованывлияние параметра 𝛾на формы колебания вязкоупругого тела (рис. 5), когда внешние 

воздействия имеют сейсмический характер𝑓(𝑡) = 𝑓0 ∙ 𝑒−𝑏𝑡𝑠𝑖𝑛𝜃𝑡. Где 𝑓0 − заданный константа, 𝜃 −частота, 

𝑏 −декремент затухания. С увеличением значения параметра 𝛾 частота колебаний уменьшается, что приводит к 

существенному сдвиг фаз.  На рис. 6 представлены зависимости форма колебаний вязкоупругого тела от 

параметра 𝜃. С увеличением частоты внешной воздействие частота колебаний увеличевается, при этом 

амплитуда уменьшается. 

 
Рис 5.    𝜔2 = 10,45;   𝑥0 = �̇�0 = 0;     𝛼 = 0,25;    𝛽 = 0,05;   𝜀 = 0,05; 

  𝑓0 = 13,6;   𝑏 = 0,01;     𝜃 = 3𝜋; 𝛾 = 0 (сплошная);    
𝛾 = 2 (пунктирная);    𝛾 = 4 (точичная). 
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Рис 6.    𝜔2 = 10,45;   𝑥0 = �̇�0 = 0;     𝛼 = 0,25;    𝛽 = 0,05;   𝜀 = 0,05; 

  𝑓0 = 13,6;   𝑏 = 0,01;    𝛾 = 2; 𝜃 = 2,5𝜋(сплошная);    
 𝜃 = 3𝜋(пунктирная);    𝜃 = 3,5𝜋(точичная). 

 
Заключение.Отметим, что вышеизложенной методика,численное моделирование нелинейных задач 

наследственной вязкоупругости,можно использоватьпри динамических расчета разного рода задач, как задачио 

нелинейных колебаниях и динамической устойчивости вязкоупругой трубы с протекающей через нее 

жидкости; задачи на исследования резонансных явлений в особо высотных сооружений типа водонапорных и 

телевизионных башен; задачнелинейныеколебание вязкоупругих стержней и пластин с переменными 
жесткостью;динамического гасителя колебаний наследственно-деформируемых систем, как конечнойстепени 

свободы, так и с распределенными параметрами. Все эти перечисленные задачи имеет важные практические 

интересы в различной области исследовании. 
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