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Аннотация. В этой статье                              приведена совокупность решений уравнения 

неопределенного вида. 
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Вопросы о целых решениях неопределенного уравнения являются одной из первых проблем теории чисел. 

Вопрос о решениях уравнения Пелла первоначально был поставлен в [2]. Решения таких вопросов даются 

разными авторами по-разному. Найдутся и те, кто скажет, Можно ли объяснить их содержание простым 

обоснованием. Мы также упомянули статью, связанную с этим вопросом (В.Сендров. Уравнение Пелла. 

Физико-математический и информатический научно-методический журнал выпуск 3 т. 2005г.) приведем его 

решения в полном объеме. Написав уравнение, мы спрашиваем, имеет ли оно целые решения. вы видите, что 

проблема возникла. Если уравнение получено "на всякий случай", то этот вопрос может оказаться очень 

сложным (или вообще неразрешимым), главное, чтобы этот вопрос никому не был интересен. Существуют 

такие уравнения, знакомство с которыми, их изучение будет очень полезно любому человеку, 

интересующемуся математикой. Одним из таких уравнений является уравнение Пелла. 

Это 122  dyx  

уравнениевиданазываетсяуравнениемПелла. Где d-натуральноечисло, неравноеквадратукакого-

либочисла.Почему d-натуральноечисло, неравноеквадратукакого-либочисла? Потомучто, если
2ad  если, 

то 

1222  yax  

леваячастьуравнениядвамножителярасходятся и уравнение 

1))((  ayxayx  

приходит взгляд.1 можно описать как произведение двух целых чисел двумя способами: 

).1(1,11   

 В первомслучае и, изкоторых и 0y происхождение. 

Вовторомслучае 1 ayx  va 1 ayx срединих 1x  va 0y происхождение. 

Итак, если
2ad  если, то 122  dyx таккакуравнениелегкорешается. 

 

Дляэтогомынеиспользовалиничегоособенного, просторазделиливычитаниеквадратовнамножители, вот и 

все. Реальныеинтересныеслучаи, поразительно-завораживающиерассуждениявозникают, когда d-

числонеравноквадрату. 

УравнениеПелламожноисследовать с разныхточекзрения. В такихисследованияхученик 7 

классатожеможетчто-топонять. Такжеэтиуравнениянетолькоинтересныдлястудентамеханико-

математическогофакультета МГУ, но и считаютсяоченьважнымидляматематики. Ведь 10-я задачаГильберта, 

поставленная в 1900 годунаМеждународномматематическомконгрессе, в 1970 годуЮ.Всемизвестно, 

чтоматиясевичемрешаютсяименнотакиеуравнения, какуравнениеПелла. 

В этойстатьерассматриваютсясерьезные и сложныетеоремы и задачи, связанные с 

этимизамечательнымиуравнениями, а такжеСамыепростыесвойстварешенийуравненийПелла. 

 

12 22  yx уравнение 

Это 12 22  yx пустьданоуравнениевида. Приэтом в правойчастиуравнениястоитне 1 ±1, в 

этомслучаелегкопонятьзакономерности, о которыхпойдетречьниже и которыебудутвыведены. 

Найдемнесколькорешенийуравнения, построивегонаместе: )1;1(),0;1();( yx   va (3;2). 

продолжаярасчеты, можносоставитьследующуютаблицу: 
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X 1 1 3 7 17 41 99 239 

Y 0 1 2 5 12 29 70 169 

X
2
-2y

2 
1 -1 -1 -1 1 -1 1 -1 

 

Привнимательномрассмотренииэтойтаблицыможнозаметить, чтозначения в 

каждомстолбцеформируютсяпоболеепростомуправилу, чемпредыдущий: значение "новый" 

равносуммезначений "старый" и "новый", а значение "новый" равносуммезначений "старый" и "новый". 

Точнеесказать 

xyY       ,2  yxX  

формулауместна. 

Конечно, нам трудно поверить, что эти формулы, основанные на нескольких исходных решениях в 

таблице, справедливы для всех решений уравнения Пелла. Поэтомумыдолжныдоказатьследующееутверждение. 

 

Теорема 1. Если x и y 12 22  yx еслиуравнениеудовлетворяет, то );2();( yxyxyx 

парычисел 12 22  yx удовлетворяетравенство. 

Результат. 12 22  yx уравнениеимеетбесконечноеколичестворешенийнамножественатуральныхчисел. 

Теорема 2. 12 22  yx изрешенияуравнения (1;0), котороесчитается "самымпростым

);2();( yxyxyx  нетцелыхположительныхрешений, кромерешений, которыеможнополучить с 

помощьюправила.. Доказательствотеоремы 1 простое: достаточновместо x и y поставитьзначения X и Y. 

Тоесть, 

)2(2)2(244)(2)2( 2222222222 yxxyyxyxyxyxyxyx 
 

 

 Крометого, если 12 22  yx если, то 12 22  yx приходитебытьполучается. 

Такимобразом, теорема 1 быладоказана, и мыиспользовали "старые" решениямынаучилисьнаходить "новые" 

решения. Теперьостановимсянатеореме 2. Егохотядоказательствонетаксложно, просто, неговоряуже о 

требованиеиспользоватьидеи, которыесчитаютсяоченьважными, а неидеиделает. Поэтомумывернемся к 

егодоказательствупозже, а покаПеллкакиспользоватьиррациональныечисладлярешенияуравнения 

мненияразделились. 

 

Упражнения. 1.Первыехадисыx0=1, u0=0 был и yxx nn 21  биография nnn yxy 1

определяетсярекуррентнымиотношениями ,...17 x,7 x,3 x,1   x,1 43210 x  and

,...12y ,5y ,2y ,1y   ,0 43210 y даныпоследовательности. Это nnn xxx   12 2    va   

nnn yyy   12 2 докажите, чтоотношениябудутуместными. 

2.По правилусовременноготанцаигрокдолженсделать в одномдвиженииилишагвперед, 

илидвашагавперед и сразушагназад. Сколькимиразнымиспособамиигрок, совершивнесколькотакихдвижений, 

сдвинетсяна 7 шаговотсвоегопервоначальногоположения? 
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